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. Présentation du sujet

Soitp € [0, 1] et M € R*

Le stade municipal est occupé par des gens qui font leur footing. On suppose que le nombre
de coureurs ne change pas au cours du temps. L'allure d'un coureur est influencée par le
coureur le précédent, si bien qu'a chaque minute, chaque coureur a avancé de M metres, plus
p fois la distance qui le sépare du coureur devant lui. Peut-on prévoir la répartition des
coureurs sur le terrain a long terme ?

Pour la suite de la résolution, nous négligeons M en considérant que cette variable n’a pas
d’incidence sur la répartition du terrain car cette distance reste constante pour tous les
coureurs et nous choisissons de modélis¢€ le terrain par un cercle trigonométrique.

On a donc, sur un stade municipal, des sportifs (C;, avec i fixé) courant tel que :

Schéma 1 : stade avec 4
coureurs ou est représentée
la distance parcourue par le
coureur C; en une minute
pour p=0,5

Légende :

¢ C; : coureur i

e D : distance qui sépare le
coureur 2 du coureur 1 a
I’instant n

G — : distance parcourue par
le coureur 1 a I’instant n+1

Cy

Si a I’instant n, la distance D sépare C1 de C2, alors a I’instant n+1, C1 aura parcouru une
distance d=pxD (avec p € [0 ;1] fixé).
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Nous remarquons que lorsque p=0, lorsque p=1, ainsi que lorsque les angles qui séparent
deux coureurs sont nuls, la répartition du terrain n’évolue pas (pour p=0, les coureurs sont
immobiles, et pour p=1, les athlétes courront donc tous la méme distance : la distance entre
les coureurs n’évoluera donc pas au cours du temps).

On fixe donc p € ]0; 1[.

2. Résultats

Nous avons conjecturé que les coureurs s’¢loigneront le plus possible les uns des autres au fil
du temps, donc que les angles entre les coureurs tendent a s’approcher du périmetre du cercle
(2 ) divisé par le nombre de coureurs :

Avec angles initiaux+0 (et pour p#0 et p#1)

I I 2T
im angles =
n—-oo g nbre de coureurs

Nous avons réussi a démontrer cette formule avec deux et trois coureurs, mais nous n’avons
pas eu le temps de prouver la formule générale.

3. Résolution du probléme

3.1. Etude pour deux coureurs :

> 3.1.1. Les angles impliqués

(&)

n

8,

n

an = Bln —an

Cln

Schéma 2 : Stade avec deux coureurs angles associés
L’angle a,, sépare le courcur | du coureur 2 a I’instant n. (ay # 0)

» 3.1.2. Relation de récurrence et limite éventuelle
Onpose: a, =60, —0q,
a,, représente la distance qui sépare le coureur 1 du coureur 2.
On cherche a trouver la relation de récurrence de la suite (a,,)
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Par définition, le coureur 1 avance de pa,, et le coureur 2 de p(21 — ;)
01,,,=01,tpa, e 06, =6, +p2r—a,)

Ona:ayy1 =03, — 01,4

S Ay = BZn +pQ2r—a,) —( eln + pay)

S Ayt = (Gzn - eln) + p(ZTC - an) —pPa,

S Apyr = Ay + szl' —pa, —pa,

& |y = (=2p + Da, + 2pmw|

On a donc trouvé une relation de récurrence sur la suite («,,). Celle-ci est arithmético-
géométrique.

> 3.1.3. Etude de la limite de «,, et conclusion

Théoréme 1 : Si («,,) admet une limite [, alorsl =m

Démonstration :

Si (a,,) admet une limite [, alors [ est une valeur fixe de la relation de récurrence :
l=(-2p+1)l+2pm
o 2pr=(-2p+DIl-1
o 2pr=(-2p+1-1)I1

= [t=n]

Théoréme 2 : lim a,, =@

n—-oo
Démonstration :

On définit la suite (u,,) par :
=a,—T

On a alors,

=0p41 — T

=(-2p+Va,+2pr—m

=(-2p+1a,+2p-Dm

=—2p-1(a,—m

=-2p-1)

On reconnait donc I’écriture d’une suite géométrique de raison (—2p + 1).
Comme p € ]0; 1[, (—2p + 1) € ]—1; 1[. Par conséquent, la suite (u,) converge vers 0, on a
donc :

lim 1, = 0]et par somme de limites | lima, =&

n—-oo n—oo
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Schéma 3 : position limite pour deux coureurs

On remarque que les coureurs tendent a s’éloigner le plus possible.

3.2. Etude pour trois coureurs :
» 3.2.1. Relations entre les angles impliqués

C1,

\
(o]
CZ-n Cs
n
Bn

Schéma 4 : stade avec 3 coureurs, angles associés

On a donc les positions des coureurs 1, 2 et 3 a I’instant n auxquelles correspondent
respectivement les angles 6, 6, et 3.

L’angle ayest la différence entre 6, et 6, et ’angle £, entre 63 et 6, .

a, = 0211 - gln
Bn= esn - 92n

Théoréme 3 : Relation de récurrence sur les suites (a,) et (f,)
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Api1= A —-play, +pB,

Bni1 =—pa, + 1- zp)ﬁn +2pm
Démonstration :
On a par définition des avancées des coureurs :

01,,1 =01, +Pa, (1)
02n+1 = 02,, + pﬁn (2)

2) - (1): Api1 = 02, + B, — (01, + paty) (1)
(B)—-(2): B = 93n +rQ@2r—-a,—f,)— (0211 +pvB.) (2)

(1) e a1 = azn +pBn— eln —Pa, S Apy = Ay — PaAy + PPy
Sap=A-p)a, +ph,

Donc,
|an+1 =1 -pla, + pﬂn|
(2) © fni1 =03, +2pw —pa, —pf, — 0, —Phy
= Bn+1 = ﬂn + szl' —pPa, — Zpﬁn
= ﬁn+1 = szl' - pan(l - Zp)ﬂn
Donc,

|Bn+1 = —pa, + (1 - zp)ﬂn + 2p7t|
On trouve donc la relation de récurrence pour sur les deux angles (Quand g # 0 et £ # 0).
[

» 3.2.2. Calcul de limites potentielles
Théoréme 4 : Si (a,,) (f,,) convergent alors
2w
lima, =1limfg, =—
n-oo n—oo 3
Démonstration : en appelant a et 8 les limites alors celles-ci sont des valeurs pour lesquelles

les suites n’évoluent pas :
a={1-pa+pp @)
B =-pa+(1-2p)p+2pm(2)

() :-pf=AQ-pla-a e -pf=a-pa-asf=a
2):a=-pa+(1-2pla+2pnt & a+pa—a+2pa=2pn < 3pa =
2pm

2

S a=—
3

Donc :

Nous devons maintenant démontrer que les deux suites convergent.
Théoréme S :

. 2m . 21
lim o, =—etlim f, = —
n-oo 3 n—oo 3
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> 3.2.3. Démonstration du théoréme 5

Lemme 1 : Mise sous forme matricielle
—_— 2 — 2
Onpose @, = ap — = ; By = fn—

Ces suites sont définies par légalité matricielle :

)= ()
1-p p )
-» 1-2p

Ou K est la matrice donnée par K = (

Démonstration du lemme 1 :

Pour la démonstration, nous allons regrouper nos valeurs sous forme de matrice :

On pose M,, = (;’;)

_ 1-pa, +pp,

an+1) B (—pan +@-2p)B, + an)

Mn+1 - (Bn+1

o= ) = (S D 205,) o)

S My = (g:i) - (1—_pp 1 —pr> (g:) * (

0
2pm

)

On a donc,

1-p p 0
M1 = ( -p 1- 2p) My + (21911)

On reconnait une relation de récurrence d’une suite arithmético-géométrique

21
Or, d’aprés, le théoréme 4 la suite constante | >
3

récurrence. On a donc,

21 21
A RGN A RAN
2m -»  1-2p)\2m 2pm
3 3

On soustrait :

21

i R PR (=
_2m -p  1-2p)\B, 2pm -p 1-2p
ﬁn+1 3

2 21
Ont1 =737 _(1—19 p ) =73
2| \ —-p 1-2p 2n
ﬁn+1_? Bn_?

Comme&jlzan—%" :l};=ﬁn—%’r-

La relation de récurrence sur ces suites est donc donnée par :
=057 1 7))
ﬂn+1 -p 1- 2p ﬁn
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— _ a,
Enposant K = (1 p P )et M, = (ﬁ) on a donc
n

-p 1-2p
Mn+1 =K Mn
(M,,) est donc géométrique et :
M,=K"M, (&7‘) = K" (5‘7’)
" 0 ﬁn ﬁO

|
On cherche maintenant & démontrer que cette suite matricielle converge vers 0. Pour cela, on
introduit la notion de valeurs propres.

Lemme 2 : Rappelons que

_(1-p p )
K_(—p 1-2p
_ 2-3p+iV3

273013 o Ay ==

Les valeurs propres de K sont A; =

Démonstration du lemme 2 :
Soit AeC. Dire que A est une valeur propre de K signifie qu’il existe un couple
x, y€R? (x,y) # (0,0) tel que

x\ 1-p p xy b
K(y) _( —p 1—2p)(y) _A(y)
On cherche donc x, y et Avérifiant I’équation ci-dessus.
On distribue :

(Ax)_( x—px+py)
Ay —px+y—2py

Six#0 ety =+0;onaalors:

Ax x—px+
Ax _x-px4py g DY
A Ty-2 Y px
_x —
D_TPETYTANY L i=1-2p- 2
y y y
Onfixelavaleurszi.
{Azl—p+§
A=1-2p—ps
Onadonc:
P _ p_
A: 1—p+;—1—2p—ps (:)psi—p+;—0
& |ps?+ps+p=0

On calcule le discriminant :
A=p?—4p*=-3p*<0
Le discriminant est négatif : les solutions ne sont pas réelles, mais complexes.
2
A = -3p? = i2V/3"p? = (iV3p)?
On trouve :
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_bh-va_  _-p-iBp_ _-1-iV3
15704 1T, 1=
s, = —b;/Z $, = —p+iV3p o5 = —142-i\/§

On cherche a exprimer A en fonction des valeurs de s :

p p
M=1l-p+—et=1-p+———
! b S1 ! b -1-iV3
2
2p 2p 1-iV3
oshh=1-p+———41=1—-p- X
! T arim) PTa+i3) 1-i3
2p(1-iv3 2p(1-iV3
<:>A'1:1_p_p(—2)<:>11: —_ _M
12 — j24/3 4
—i 2-2p—(p(1-iv3
@Alzl—p—@@llz p(pz( ' ))
o1 = 2—3p2—i\/§p
p p
h=1l-p+—el=1-p+———
’ Prs, T Ty
2
o1, = 2—3p;—i\/§p
On exprime les vecteurs u et v :
2-3p-iV3p
2.1: ﬁ): 2
1
2-3p+iV3p
12: 7_7)2 2
1

Lemme3:lim A" =1imA,"=0 =0

n—-oo n—-»oo

Démonstration du lemme 3: Celle-ci repose sur le module des complexes A, et A, car

L [2=3p—iv3p|
|)»1 | = 2
2
2| 2-3p—-iV3p _|2—3p—i\/§p|_\/(2_3p)2+(‘/§p)
= 2 - 12] - 2
JA—12p+9p2+3p2 /4 —12p + 12p?
|/11|: =
2 2
_VAx1+3p2-3p

2
On calcule de méme le module de A, :

211 =12,1=1+3p*—3p
Oonnote f(p) =1+ 3p%—3p etg(p) =/1+3p2-3p
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Nous allons encadrer g sur ]0 ; 1[. Comme la fonction racine est croissante, g aura les mémes
variations que f.
Ici, f'(p) =6p—3

Tableau de variations

p 0 0,5 1
f(p) - 0 +

\ 0’5

Donc lorsque p € ]0 ; 1[, comme indiqué dans I’énoncé : ||4;]€[0, 5; 1[

D’aprés la propriété [lim 4, = 0 |aveci = 1 ou 2

n—oo

—_ — _ &"’
Lemme 4 : Reprenons u et v les vecteurs propres de K. et w = <~0)
0

Il existe deux complexes (a4, ay) tels que
W=ayXU+a, Xv

Démonstration du lemme 4 :
L’égalité qu’on cherche a déterminer revient a résoudre le systéme

2-3p—iV3p 2-3p+iV3p
2 +a2 2

ag = aq

fo=a; +a;

Le déterminant de ce systeme étant non nul, ce systeme admet une unique solution (a4, a,)

[ ]
Démonstration du théoreme 5 :
Rappelons que nous cherchons a démontrer que,

2
a
ll‘?o(ﬁ:)‘ 2311'
'3
Or,
. [*=
a a
()= (5) +| 2
3

Onavuque:
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—_~ —~

)= (5)

o . .
— |=a1 Xu+ay; Xv
o Bo

u et v étant les deux vecteurs propres de K

Par conséquent,

a
(Bl‘) — K" = K™(ay X 7 + ay X D)
n

A partir du lemme 4, nous avons vu que

a — —
(Bll>=a1xK"xu+azxK"xv
n

Or d’apres la définition de valeurs propres (et par récurrence) :
K'xu=2"xu K'"xv=2"%xv
Donc :
&71 n — n —
<F) =ay XA Xu+t+a; XA, Xv
n

Par le lemme 3, limA," =lim1," =0

n—oo n—oo

On a donc bien,

tim () = (§)

Soit encore,
2
o, ——
. 3 |_¢/0
1lql—>r?o 21 _(0)
T3
Par somme de limites,
21
. An+1 _ ?
tim (5r11) = | 2a
3
Clu
a‘n

Al Cs,
n

Schéma S : position limite pour trois coureurs
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On remarque que les coureurs tendent & arriver a cette position ou on remarque
qu’ils se répartissent sur le terrain de fagon a ce qu'ils soient le plus €¢loignés
possible les uns des autres.

4. Conclusion

Ainsi, nous trouvons que lorsque les angles initiaux qui séparent deux coureurs sont non-nuls
et que p € ]0; 1] : les coureurs finissent par se séparer de 7 (soit 180°) quand le stade est

. . 2 :
occupé par deux coureurs et que les coureurs se séparent finalement de ?n (soit 120°) quand le

stade est occupé par trois coureurs :
2 coureurs : lim a,, = w avec ay # 0 et p € 10; 1]

n—>oo
2w
. ay 3
3 coureurs : llm( ) =\ ,, |avecay #0et By #0etp €]0;1]
n-w P 2
3

On remarque donc que le terrain est divisé en deux pour deux coureurs et en trois pour trois
coureurs, ce qui nous permet de conjecturer :

I l en
im angles =
n-oo 9 nbre de coureurs

avec p#0 et p#1 et angles initiaux#0 (les angles correspondant aux angles qui séparent
un coureur de celui devant lui)

Soit, les coureurs s’¢loignent le plus possible les uns des autres et se partagent ainsi le stade.

Enfin, si p est égal a 0 ou 1, alors la répartition du terrain sera constante et conservera les
angles initiaux.

On peut cependant soulever certaines questions sur la résolution du probleme. En effet, on a
par exemple calculé une limite lorsque n tend vers 1’infini, ce qui signifie qu’on a calculé les
angles lorsque les coureurs courent pour I’éternité sans jamais changer de vitesse (et ne
montrant pas de signes de fatigue). On pourrait donc se demander a partir de combien de temps
on se rapproche de la valeur de ces angles ou se demander s’il se possible de prendre en compte
I’évolution de 1’état physique des coureurs. Ou encore s’il serait possible de modéliser le terrain
autrement.
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