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1 Présentation du sujet

Le sujet que nous avons choisi est I’étude des chiffres qui apparaissent dans les puissances de 2.
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On peut observer que pour toute colonne, un motif de chiffres qui se répéte a I'infini existe.
On appelle la taille de ce motif une période.

On observe que la période est multipliée par 5 lorsque qu’on se décale d'une colonne vers la gauche.
Le motif ne commence néanmoins pas directement : pour la colonne 1 (la colonne des unités), le
chiffre au rang 0 n’est pas inclus dans la motif. De maniere plus générale, pour une colonne k, le
motif ne commence qu’au rang k.

On peut mesurer la fréquence d’apparition de chaque chiffre dans le motif d’'une colonne donnée. A
I'aide d'un programme écrit en langage Python, on trouve que pour toutes les colonnes a partir de la
deuxieme, chaque chiffre apparait le méme nombre de fois dans un motif. Ainsi, dans le motif de ces
colonnes, il y a autant de fois les chiffres 0, 1, 2, etc.

2 Résultats

Les colonnes sont numérotées a partir de 1 de la droite vers la gauche, dans le tableau précédent. On
appelle colonne k la k®™¢ colonne du tableau, k étant un entier supérieur ou égal a 1.

On a démontré par récurrence sur les colonnes les trois théorémes suivants :

Théoreme 1. En base 10, il existe un motif de répétition des k derniers chiffres qui est de taille4 x 5571,

Le motif ne commence qu'a partir du rang k.

Théoreme 2. : En base 10, il existe un motif de répétition des chiffres de la colonne k qui est de taille

4 x 5571, Le motif ne commence qu'a partir du rang k.

Théoreme 3. En base 10, pour toutes les colonnes sauf la premiere, chaque chiffre (de 0 a 9) apparait le
méme nombre de fois dans un motif. On exclut la premiere colonne, car 6 chiffres n’y apparaissent pas.

3 Motif de répétition des k derniers chiffres

Lemme 1. Deux nombres ont les mémes k derniers chiffres en base 10 si et seulement si ils ont les
mémes k derniers chiffres en base 2 et en base 5.

Démonstration.

Soient 1, et ny avec (11, n2) € N2.

Sin;=ny [Zk] etny=ny [5k], alors 2% | (n; —ny) et 5k | (n; —n2) ().

Or, pour tout k € N, 2F et 5F sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de Gauss alors 10 =
2k x5k | (ny — ny), soit n; = ny [10"].

Réciproquement, si n; = ny [10%], alors 10% | (ny — np) d’ot1 2% | (1 — 1), soit n; = ny [25].

De la méme maniere, 1y = no [10f] = ni=ny (55].

On conclut que n; = ny [2k] etny=ny [5k] — n = nz[lok].
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Or en base 2 les k derniers chiffres du nombre n; correspondent au reste de la division euclidienne
de ny par 2F. De la méme maniére en base 5 et en base 10 les derniers chiffres correspondent au reste
de la division euclidienne respectivement par 5% et 10

On note Ry les k derniers chiffres de n; en base 2, Rs; en base 5, Ry, en base 10. De la méme
maniere, on utilise Ry 2, R5 et Ryp2 pour ny.

On a alors
Ri01 = R102 <= (R2,1,Rs51) = (Ro2, R52).

Orilya 10F R10,1 possibles. On sait également qu’il y a 2k R»,1 possibles et 5k Rs,1 possibles. 1l existe
donc 10% couples (Rz 1, Rs 1) possibles.

On sait donc que pour chaque Rjp,; différent, on aura un couple (R, Rs,1) différent et qu’il y a le
meéme nombre de Rjp,; possibles que de couples (R2,1, Rs 1) possibles. On en conclut que pour chaque
R10,1 possible, il existe un unique couple (R, R5 1) correspondant. O

Dans le cadre de notre recherche, cela signifie que pour prouver une répétition des k derniers chiffres
en base 10, on peut se contenter de prouver une répétition en base 5 et en base 2. Une répétition des
k derniers chiffres existe en base 10 si et seulement si elle existe en base 2 et en base 5.

Lanalyse des puissances de 2 en base 2 se révele trés simple :

Puissances de 2 en base 2

0001 2°
0010 2!
0100 22
1000 23

On ne fait que gagner un zéro a chaque multiplication par 2, de la méme maniére que si on analysait
les puissances de 10 en base 10.

Laréelle difficulté est 'analyse des puissances de 2 en base 5. Nous allons commencer par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 2. S'il existe n € N*, tel que 2" = 1 [5¥], alors le motif de répétition des k derniers chiffres en
base 5 commence dés le rang 0.

Exemple:

Puissances de 2 en base 5

0001 2°
0002 2!
0004 22
0013 23
0031 24
0112 25
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0224 25

..3301 220
2102 2%
.4204 2%

220 est la premiere puissance qui finit une nouvelle fois par 01, c’est-a-dire 220 = 1 = 20 [52].
Ainsi, pour tout n € N, 2" = 220+ [52],
Cest pour cela que les 2 derniers chiffres en base 5 vont se répéter avec une période de 20. On re-

marque également que le motif de répétition des 2 derniers chiffres commence au rang 0.

Démonstration. Sile motif des k derniers chiffres ne commence pas au rang 0, alors les k derniers
chiffres du rang 0 ne se retrouvent a aucun autre rang.

On peut le voir en base 10 pour le motif du dernier chiffre :

01 2°
02 2!
04 22
08 23
16 2¢
32 25
64 26

Le premier chiffre qui se répéte n’est pas le chiffre au rang 0 mais au rang 1. Ainsi le motif de répétition
du dernier chiffre n’inclut pas le dernier chiffre au rang 0. Le dernier chiffre au rang 0 ne réapparait
donc a aucun autre rang.

De maniére plus générale, si le motif de répétitions des k derniers chiffres ne commence pas au rang
0, alors les k derniers chiffres au rang 0 ne sont jamais répétés.

Par contraposée, si 'on retrouve les k derniers chiffres du rang 0 a un autre rang, cela signifie que le
motif de répétition des k derniers chiffres commence au rang 0 (2).

Or, 2° = ...001, donc s'il existe n € N*, tel que 2" = 1[5], alors le motif de répétition des k derniers
chiffres commence au rang 0 en base 5. O

Dans ce cas, la période des k derniers chiffres a pour valeur le plus petit n non nul tel que 2" = 1[5

3).

Lemme 3. Soit n =...ab0...01 en base (3, avec b # 0, c’est-a-dire que n finit par un nombre fini de 0
puis 1. Alors, nP = ...b0...01 avec un 0 en plus.
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Exemple :

On prend 7 un entier naturel qui se termine par 4301 en base 10, donc n =...4301,
n=4x10%+3x10%+1[10%].

Ici, =10, a=4, b=3.

Ce qui est démontré par la suite, c’est que

...4301'° = 3001 [10%].

De méme, si n=...65001 et que = 7, alors la fin de (65001)” sera "50001".

On rajoute ici un 6 pour montrer que le chiffre qui vient avant le 5 n’a pas d’importance. Etant donné
que nous nous servons des congruences dans notre démonstration, si nous n'avions pas pris en
compte ce chiffre, notre démonstration aurait uniquement fonctionné pour n =...05001.

Démonstration.

Soit B e N tel que f=2.Soient neNtelque n=...ab 0...0 1 enbase S ol (a; b) e N?, avec a, b< 8

p—1 zéros
etb#0, et peNtel que p =2 (p correspond au nombre de 0 plus un).
Onadoncn= a,[iP“ +bpP +1 [ﬁp+2]

Soit ¢ € N. On note P(c) la propriété suivante :

n°=acpP + bepP +1 (B2

Initialisation :
n’=letax0xpPl+bx0xpl+1=1.

Or1=1 [BP*!], donc P(0) est vraie.
Hérédité :
Soit k € N. On suppose que P(k) est vraie.

n* = akpPl + bkpP +1 [P
n**l = (apP™ 4+ bBP +1)(akBPTt + bkBP +1)[BP?] — on a multiplié par n des deux cotés de la relation
= a?kP*P+? + abk PPt + apP + abk PP + b kPP + bPP + akBPH + bk +1 [P
= aBP + bpP + akpPT + bkpP +1 (PP carp=2o2p=p+2
=afP (k+1)+bpP(k+1)+1[BP].

La propriété est vraie au rang k + 1.
Conclusion : P(c) est vraie pour tout c € N.
En particulier, pour ¢ = 3, on a

nf = apPt*+ Pl +1 [P = bBPH +1 [P,
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Par conséquent, si n = aBP+! + bpP +1 [BP+2], alors nf = bpP*1 +1 [BP+2).
Ainsi, si n=bpP +1 [BP*1], alors nf = bAP+! +1 [BP2].

On a donc démontré qu'un 0 s’intercalait a la fin d'un nombre élevé a la puissance de sa base. Néan-
moins il faut qu'un 0 au moins soit déja présent a la fin de ce nombre. En effet notre démonstration
ne fonctionne que pour p = 2. O

Lemme 4. Pour tout k € N*, le motif de répétition des k derniers chiffres des puissances de 2 en base
5 commence au rang 0.

Démonstration.
On sait que 220 =...301. D’apres le lemme 3, (229)> = 3001, donc 2190 = . 3001.
De la méme manieére, 25 = ...30001, 2259 = ,,.300001, etc.

Etant donné qu’on peut répéter ce processus a I'infini, on en déduit qu’en base 5, pour tout k € N*, il
existe n € N* tel que 2" = 1[5F].

Avec le lemme 2, on en déduit que pour tout k € N*, le motif de répétition des k derniers chiffres
commence des 2°. O

Ainsi, pour tout k € N*, la période des k derniers chiffres de 2" en base 5 a pour valeur le plus petit n
non nul tel que2™ = 1[(5%].

Lemme 5. Pour tout k € N*, la période minimale des k derniers chiffres en base 5 est de 4 x 5571

Définitions :

Motif minimal : Sil’on prend les chiffres des unités des puissances de 2 en base 10,onal, 2,4, 8, 6, 2,
4,8,6,2,4,8,6,etc.."2,4,8,6,2, 4,8, 6" est donc un motif qui se répete dans les chiffres des unités.
Néanmoins, on peut le subdiviser en deux fois le motif "2, 4, 8, 6". Le motif minimal est donc le motif
le plus petit possible, un motif qu’on ne peut pas subdiviser : "2, 4, 8, 6".

Période minimale : Taille du motif minimal.

Exemple :

On sait que 220 = ...301, et que la période minimale des 2 derniers chiffres en base 5 est de 20. On
en déduit, d’apres la démonstration précédente que 2'%° = ...3001. Cela nous indique qu'une période
pour les 3 derniers chiffres est de 100.

Néanmoins, on ne sait pas si la période minimale est de 100. On pourrait avoir 2°° = ...001 par
exemple. Le fait que 100 soit une période nous indique tout de méme que la période minimale doit
étre un diviseur de 100.

On sait également que 22° = ...301, la période minimale des 2 derniers chiffres en base 5 est de 20. De
ce fait, les seules puissances qui finissent par 01 sont 22°* avec ¢ € N. Or, pour qu'une puissance de 2
finisse par 001, il faut qu’elle finisse par 01.
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On en déduit que la période minimale pour les 3 derniers chiffres doit étre un multiple de celle pour
les 2 derniers chiffres.

Ainsi, la période minimale pour les 3 derniers chiffres doit étre un multiple de 20, et un diviseur 100.
Les seules possibilités que ’on a sont 20 et 100. Or, on sait que cela ne peut étre 20, car 22° = ...301. Le
3 nous indique que cela ne peut pas étre le motif minimal pour les 3 derniers chiffres : 22° ne finit par
par 001.

On en conclut, que la période minimale pour les 3 derniers chiffres est de 100.

Ce raisonnement est généralisable pour toutes les colonnes a 'aide d'une récurrence. On va ainsi
démontrer que la période minimale de répétitions des k derniers chiffres est de 4 x 5K1,

Démonstration.

Soit k € N avec k = 2. Soit P(k), la propriété :

“le plus petit n non nul tel que2™ = 1 [5*] est n = 4x 5571, Dans ce cas 2" = 30...1 avec k-1 fois le chiffre
O.IY

Initialisation :

220 = 301.Cestla premiére puissance a finir par 01 en base 5, si on exclut 20, Donc P(2) est vraie.
Héreédité :

Soit k € N avec k = 2. On suppose que P(k) est vraie.

Par hypothése de récurrence, pour 7 = 4 x 571, 2" = . 30...01, avec k — 1 fois le chiffre 0. Toujours par
hypotheése de récurrence, la période minimale pour les k derniers chiffres est de 4 x 551,

D’apres le lemme 3, (2™5 = 25" = 300...01 avec k fois le chiffre 0.

5n = 4 x 5%, par conséquent la période minimale de répétition pour les k + 1 derniers chiffres est un
diviseur de 4 x 5,

On sait aussi que pour qu’'une puissance de 2 finisse par k fois le chiffre 0 puis 1, il faut qu’elle finisse
par k — 1 fois le chiffre 0 puis 1. On en déduit que que la période minimale de répétition des k + 1
derniers chiffres doit étre un multiple de 4 x5, Les seuls nombres qui sont des multiples de 4 x 557!
et des diviseurs de 4 x 5, sont 4 x 5571 et 4 x 5F.

Or, on sait que 4 x 57! ne peut étre la période minimale puisque la présence du chiffre 3 montre qu’il
n'y a que k — 1 fois le chiffre 0. On en déduit que la période minimale de répétition pour les k + 1
derniers chiffres est 4 x 5.

Ainsi 245 = ...300...01 avec k fois le chiffre 0 et cest la premiére puissance de 2 avec ce nombre de 0,
puis 1. Notre propriété est donc héréditaire.

Conclusion : P(k) est vraie pour tout k € N avec k = 2.

Notrelemme s’applique également lorsque k = 1 méme si ce cas ne fait pas partie de notre récurrence,
en effet 2* = 301. O
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Théoreme 1. En base 10 le motif minimal de répétition des k derniers chiffres est de taille 4 x 51,
Ce motif ne commence qu'a partir du rang k.

Démonstration.

En base 2, la période minimale des k derniers chiffres est toujours de 1, mais contrairement a la base
5, elle ne se met pas en place directement :

Puissances de 2 en base 2

0001 20
0010 2!
0100 22
1000 23

D’apres le lemme 1, on sait qu'il faut attendre que les k derniers chiffres forment un motif en base 2
ET en base 5 pour qu'’ils forment un motif en base 10.

ATaide du lemme 5, on en déduit qu’en base 10 la période minimale pour le dernier chiffre est de
taille 4, mais le motif n'inclut pas le rang 0.

La période minimale pour les 2 derniers chiffres est de taille 20 mais le motif n’inclut ni le rang 0, ni
le rang 1.

De maniére générale, le motif minimal de répétition des k derniers chiffres en base 10 est de taille
4 x 58=1 mais ne commence qu’a partir du rang k. O

4 Motif de répétition des chiffres de la colonne k
Maintenant que I'on a fini 'analyse du motif minimal de répétition des k derniers chiffres, il faut que
'on voie en quoi cela s’applique lorsqu’on regarde uniquement le chiffre de la colonne numéro k.

En effet, le fait qu'il y ait une répétition des k derniers chiffres implique que les chiffres de la colonne
k se répetent.

Néanmoins la réciproque n’est pas vraie. On pourrait s'imaginer une situation olt uniquement les
chiffres de la colonne k se répeétent sans que les chiffres qui suivent le fassent également.

Lemme 6. Le motif de répétition de toute colonne k ne commence qu'au rang k.

Démonstration.

Pour simplifier I'explication de la démonstration, on va prendre 'exemple de la colonne des dizaines.
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Puissances de 2 en base 10
01 2
02 2!
04 22
08 23
16 24
32 2

.b76 2%
152 221
.304 222
..608 223
216 2%

On a démontré précédemment que le motif des 2 derniers chiffres ne commence a se répéter qu’a
partir de 22 et est de période 20.

Par conséquent, 22! # 2! = 02 [100] mais 2%? = 22 = 04 [100]. La seule possibilité est alors 22! = 52 [100].

En effet, 221 = b+ 2 [100] avec b # 0 [100] = 222 =2b+ 04 [100].

Or, comme dit précédemment 222 = 04 [100]. Donc 04 = 2b + 04 [100] <= 2b=0 [100] <= 50| b.La
seule possibilité était donc 22! = 50 + 2 [100].

Sil'on prend un autre exemple, on sait que le motif des 3 derniers chiffres ne commence qu’a partir
de 23 et est de taille 100. Par conséquent, 2!%3 = 008 [1000], mais 2!%? # 004 [1000]. En suivant la méme
logique, cela veut dire que 2'%? = 504 [1000].

Ainsi, le motif de la colonne 3 ne commence bien qu’a partir de 23, puisque 2!%2 = 500 + 22[1000].
Ce raisonnement fonctionne pour toutes les colonnes, donc le motif des chiffres d'une colonne k ne
commence bien qu’a partir du rang k (4). O

On va ici changer notre maniére d’analyser un motif. Pour ce faire, il nous faut introduire quelques
notations :

Notations:
Le ki*me chiffre en partant de la droite, de 2" en base 10 se note Cy .
La retenue générée par Cy ,—; se note ry ;.

Prenons les premiéres puissances de 2.

Puissances de 2 en base 10

01 2°
02 2!
04 22
08 23
16 24
32 2%
64 26
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A chaque fois, on multiplie le chiffre de la colonne des dizaines par 2. Mais on peut en plus avoir ou
non une retenue de 1 qui vient de la colonne des unités.

On adonc, Cy ;41 =2C;,, [10] s'il n’y a pas de retenue, ou Cz ;41 =2Cy , + 1 [10] s'il y a une retenue.

On a une retenue dans la colonne des dizaines a 2* car le chiffre des unités de 23 est 8, et 8 x 2 = 10.
De la méme maniére, on a une retenue a 2° car le chiffre des unités de 2% est 6 et 6 x 2 > 10.

Or,si0<n<5,alors2n<10et2n+1<10,etsi5<n<10,alors2n=10et2n+1 =10.

Autrement dit, si le chiffre de la colonne des unités est 0, 1, 2, 3, ou 4 alors on n’aura pas de retenue ala
puissance suivante. Si c’est 5, 6, 7, 8, ou 9, alors on en aura une. Or, les chiffres des unités se répetent,
donc les retenues se répetent également.

On peut étendre ce concept et voir chaque colonne comme "générant" le motif de retenues qui sert a
construire la colonne suivante. Pour des raisons d’optimisation d’espace, on va représenter les puis-
sances de 2 a I'’horizontale.

n |([0/1(2|3(4|5/6|7|8|9(10|11|12|13|14|15|16| 17 |18 |19 | 20
Cin|1|2|4|/8|6(|2|4|8|6|2|4|8|6|2|4|8|6]|2|4|8]|6
"nn,|0/0(0|0f1|1|0]0]|12|1] 0] O0 1 110]0 1 1 010 1
Gr|0j0j0j0|1(3|6(2|5|1|2|4|9]|9|8|6 |3 |7|4]|8]|7
rnn,|0/0|0OJO0O|O0OJO|O|1T|O|1|0]| 07O 1 1 1 1 0 1 0 1

Comme défini au-dessus, la ligne C; ,, correspond aux chiffres des unités, la ligne C, , au chiffre des
dizaines, etc.

Ainsi,
Ci,nt1 =2Ckn + Tk—1,n+1-
Ten=181Ckpn-125, 1k, =0sinon.

On voit que le motif des retenues ne se met pas directement en place. Dans la suite des lemmes, on
parle de motif des retenues et de motifs de chiffres une fois qu’ils ont commencé a se répéter.

Lemme 7. La période minimale d'une colonne doit étre un multiple de la période minimale des
retenues générées par la colonne d’avant.

Démonstration.

Soit t 1a période minimale d'une colonne k. Cela signifie qu’il existe ny € N tel que pour tout n > ny,
Ck,n+t = Ck,n. Donc pour tout n > ng, Ci p+1+: = Ci,n+1-

D’apreés la relation de récurrence,

Cron1+1 = 2Ck ot + T, n+141 = 2Ck n + Th—1, ns 141
= Ck,n+1 = 2Ck,n + I'k-1,n+1

STk-1,n+1+t = T'k-1,n+1-

On en conclut que ¢ est une période des retenues issues de la colonne k—1. Ainsi, la période minimale
des retenues issue de la colonne k — 1 est un diviseur de la période minimale de la colonne k. O
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Lemme 8. Tout motif périodique des retenues de taille strictement supérieure a 4 est générée par une
unique séquence de chiffres.

Démonstration.

On va prendre un exemple de motif de retenues et voir comment trouver le motif de chiffres qui I'a
généré. Si le motif des retenues est (0, 1, 1, 0, 1, 0, 1), on va commencer par prendre un chiffre de fin
au hasard. Supposons que ce soit 9. Pour mieux visualiser quel chiffre pourrait précéder, on va faire
un tableau de tous les chiffres qui pourraient étre avant dans notre suite.

n= [10] 0/1|2|3|4|5|6|7|8]9
2n = [10] 0/2|4|/6/8|0|2|4|6|8
2n+1=1[10] |1 |3 (57|91 |3|5|7|9
Retenues 0O|{0jO0O|O|O0O|1|1]1|1]|1

I1'y a deux chiffres qui pourraient précéder 9 : 4 et 9. En effet, ce sont les seules valeurs de n, telles
que 2n =9 [10] ou 2n+ 1 =9 [10]. Néanmoins, seule 'une d’entre elles donnera le 1 que I'on cherche
dans le motif des retenues. Ainsi, on sait que le chiffre d’avant est 9. Le chiffre encore avant peut étre
soit 9 soit 4, mais cette fois-ci on ne veut pas qu’il génere de retenue. C’est donc 4. Le chiffre avant 4
peut étre soit 2 soit 7. On veut qu'une retenue soit générée, donc il s’agit de 7, etc... On peut répéter le
processus pour reconstituer le motif des chiffres qui a donné ce motif des retenues :

Chiffres |86 |3 |7|4|9|9
Retenues | O [ 1 |10 |1|0]|1

Ainsi, si on fixe le chiffre de fin, il n’existe qu'une seule suite qui donne le motif des retenues voulu. En
effet, a chaque fois il n’existe qu'une seule possibilité pour le chiffre qui précede. On a choisi 9 comme
chiffre de départ mais cela aurait pu étre n'importe quel chiffre :

Chiffres |8 |6 3|7 (4199
Chiffres |8 |6 3|7 (4|9 |8
Chiffres |8 |6 |3 |7 |4|8]|7
Chiffres |8 |6 |3 |7 |4 |8|6
Chiffres |8 | 6|3 |6|3|7|5
Chiffres |8 | 6|3 |6 |3 |7 |4
Chiffres |8 | 6 {3 |6 [3|6|3
Chiffres |8 | 6 3|6 [3|6 |2
Chiffres |8 |6 |3 |62 |51
Chiffres |8 |6 3|6 (2|50
Retenues |0 |1 |1 |0|1]0|1

Toutes ces suites sont valides. On est a chaque fois parti d'un chiffre final différent. On remarque qu’a
chaque fois, seuls les derniers termes changent.

En effet peu importe le chiffre de fin, il faut que I'on ait une retenue. L'avant dernier chiffre doit donc
étre 5, 6, 7, 8 ou 9. L'avant-avant dernier chiffre ne doit pas donner de retenues et donner 5, 6, 7, 8, 9.
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Ainsi, les seules possibilités pour I'avant-dernier chiffre sont 2, 3 ou 4, etc... A chaque fois, on diminue
le nombre de possibilités.

De ce fait, seuls les 4 derniers termes de ces différentes suites changent.

Pour choisir le chiffre tout a la fin, il faut prendre en compte que I’on veut que le motif des retenues
soit périodique. Il faut donc que depuis le chiffre final, on revienne au 8 du début de la suite sans
retenue (car la premiere retenue est 0).

Ainsi, le dernier chiffre doit étre 4. Le seul motif possible est donc (8, 6, 3, 6, 3, 7, 4) pour ce motif des
retenues.

Si un motif de retenues a une taille strictement supérieure a 4, alors les différents motifs de chiffres
possibles commenceront tous par le méme chiffre. Il n'y a donc qu'un chiffre final possible pour que

le motif soit périodique. Par conséquent, un motif périodique de retenues de taille strictement supé-
rieure a 4 ne peut étre généré que par un unique motif de chiffres. O

Lemme 9. La période minimale d’'une colonne k doit étre un diviseur de la période minimale de la
colonne k+1.

Démonstration.

D’apres le lemme 8, il n’existe qu'un seul motif de chiffres qui puisse générer un certain motif de
retenues qui se répete.

De ce fait, on ne peut avoir un motif de retenues qui se répete si le motif des chiffres qui le génére ne
se répete pas. Par conséquent, la période minimale pour le motif des retenues issue d'une colonne
est la méme que la période minimale de cette colonne.

Or, d’apres le lemme 7, la période minimale d’'un motif doit étre un multiple de la période minimale
du motif des retenues générée par la colonne d’avant. Donc, chaque colonne doit avoir comme pé-
riode minimale un multiple de la période minimale de la colonne précédente. O

Lemme 10. Pour tout k € N*, la période minimale de la colonne k est 4 x 551,

Démonstration.

On sait, d’apres le théoreme 1, que 4 x 5571 est la période minimale des k derniers chiffres. Ainsi,
c’est un motif de répétition des chiffres de la colonne k, mais pas forcément le motif minimal pour la
colonne k. Cependant, la taille de ce motif est un multiple de celle du motif minimal.

Par conséquent, la période minimale de la colonne k est un diviseur 4 x 5¥~!. Cependant, cela ne peut
pas étre n'importe quel diviseur. En effet, la période minimale de répétition pour les k—1 derniers
chiffres est de 4 x 552,

Sila période minimale pour les chiffres de la colonne k était également de 4 x 5572, cela voudrait dire

que la période minimale pour les k derniers chiffres est de 4 x 5572, Cela n’est pas possible puisque la
période minimale pour les k derniers chiffres est de 4 x 51,
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Sil'on généralise, cela veut dire que la période minimale de la colonne k ne peut pas étre un diviseur
de 4 x 5%-2,

La période minimale de la colonne k doit étre un diviseur 4 x 5°~1, mais ne peut étre un diviseur de
4 x 5872 Les seuls nombres qui remplissent ces deux conditions sont 5571, 2 x 5571 et 4 x 551,

D’apreés le lemme 9, la période minimale d'une colonne doit étre un multiple de celle de la colonne
précédente. Etant donné que la colonne des unités a une période de taille 4, cela signifie que la pé-
riode minimale de la colonne k doit étre un multiple de 4.

On en conclut que 4 x 551 est la période minimale de la colonne k. O

Théoreme 2. En base 10, la période minimale des chiffres de la colonne k est de taille 4 x 571, Ce
motif ne commence qu'a partir du rang k.

Démonstration.

Le lemme 10 et le lemme 6 prouvent les deux parties de notre théoreme.

5 Statistiques

On va désormais analyser la fréquence d’apparition de chaque chiffre dans le motif d’'une colonne.

n |2(3|4|5|6|7|8]9|10|11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21
I,n 010 1 110]0 1 1 00 1
CGp,|0|0|1(3|6(2|5|1|2|4]9|9 |86 /|3 |7|4)|8]|7]|5

o
o
—
—
o
o
—

Grace au motif des retenues, on sait que Cp 3 =2Cs» [10], Co 4 =2(2Cy2) +1 [10] et donc
Co6=2(2(2(2C2) +1) +1) [10].

Par conséquent, C, 6 = 16 C, 2 +6 [10]. On peut ajouter a cela que le motif des retenues se répéte avec
une période de 4. Ainsi, on passe par les mémes retenues au méme moment pour aller de Cz 6 a Cy 19
que pour aller de Cy» a Cy 6. On en déduit que Co,190 =2(2(2(2C6) +1) +1) [10] =16 Co 6 +6 [10].

De maniere plus générale, sin=41+2,0na Cy ;14 =2(2(2(2Cy,,,) + 1) + 1)[10].

Donc, pour 1 =41+2, Cy 14 =16 Cp , +6[10]. Etant donné qu’on est modulo 10, cela veut dire que
Co,n+a =6 Cy, +6[10].

Cependant, cette suite ne couvre que le quart des chiffres de la colonne des dizaines. On va donc
utiliser la méme méthode pour avoir les suites correspondant aux autres chiffres. Pour tout entier /
strictement positif,
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C2,4142 =6C2 4(-1)+2 + 6 [10]
C2,41+3 =2(2(2(2C2 4-1+3+ D + 1) [10]
=16 C4(1-1)+3 + 12 [10] =6 Cy 41-1y+3 + 2 [10]
Coa1 =6Cpa0-1)+9 [10]
Co41+1 =6 C¢1-1)+1 +3 [10].

Définition :

Sous-suite : On appelle sous-suite chacune de ces suites arithmético-géométriques modulo 10, qui a
4 nous permettent de retrouver la suite principale.

On peut analyser indépendamment chacune de ces suites. Pour que notre démarche soit bien claire,
on va colorer dans notre suite d’origine chaque nombre en fonction de la sous-suite a laquelle elle
appartient :

n ol1]2[3[4]5
Ups1 =6U, +6[10]
Vas1=6V,+2[10] |0|2]4]6]8]0

)
»
\S)
o
15N
)

Xp+1=6X,+3[10] |3 |19 |7 |53

n |2(3|4|5(6|7|8]9|10|11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22

n,(0/04141,04041414,0};0;1}170}0;1}|1}070]1|1]0O0

Con |00 31612 112 ] 4 9|1 8| 6 71 4| 8 510

On retrouve bien que la période pour les dizaines est de 20. En effet, la premiére sous-suite (bleue)
est périodique avec une période de 5. Etant donné que cette sous-suite correspond a 1 chiffre sur 4,
cela signifie que Cy 2 = Cy 25.

Or, la période des retenues issue de la colonne précédente est de taille 4.
Ainsi, si Cp 2 = Cy 22, alors Cy 3 = Co 23 puisque 'on a une retenue de 0 dans les 2 cas.

De maniere générale, pour tout £ € N, Cy24; = Cy 224 car on aura les mémes retenues au méme mo-
ments pour les deux nombres.

On a donc bien un motif de taille 20.

Sil'on généralise cette idée, on a un motif de répétition dés qu'un nombre se répéte dans une sous-
suite. En effet, nos sous-suites correspondent a 1 chiffre sur 4, et il suffit qu'on ait 2 fois le méme
nombre, espacés d'un multiple de 4 pour que tous les nombres qui suivent soient également les
memes.

Ici, on voit qu'on a Xy = 3 (5). En pratique, pour I’étude de la sous-suite (X;;), Xy n'a pas d'importance.
En effet, l1a sous-suite est périodique : on part de 3 pour revenir a 3. On aurait donc pu commencer a
n’'importe quel nombre impair, et 'on aurait eu la méme suite décalée.

Néanmoins, il n’aurait pas été sensé de partir d'un nombre pair. En effet, étant donné que le motif des
retenues a une période de 4 et que notre sous-suite couvre 1 chiffre sur 4, elle est toujours au méme
endroit dans le motif des retenues.
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Ici, chacun des nombres de notre sous-suite correspond a un endroit o1 'on a une retenue, tous les
nombres sont donc impairs. On peut d’ailleurs le voir du fait que "+3" est impair.

N’importe quel chiffre au rang 0 qui est impair aurait donc fonctionné. Ainsi, pour des raisons pra-
tiques, lorsqu’on étudiera les sous-suites on choisira 1 comme chiffre au rang 0 si la sous-suite cor-
respond a des chiffres ol1 'on a des retenues, et 0 sinon :

n
Ups1 = 6U, +2[10]
Vi1 = 6U, +3[10]
Wis1 = 6U, + 6[10]
Xp41 = 6U, +9[10]

k=l =1 =]
Q| O] —
(<RI \CRELNEIF- I WS
W01 O W
N R WO
k=1l E=1E%L

A l'aide de tous ces éléments, on peut expliquer pourquoi la colonne des dizaines contient chaque
chiffre a la méme fréquence. Chaque sous-suite contient soit tous les chiffres pairs, soit tous les
chiffres impairs possibles en base 10, et 'on a autant de sous-suites avec des nombres pairs que de
sous-suites avec des nombres impairs.

Ici, le motif des retenues est de taille 4, donc on a créé 4 sous-suites qui avaient toutes la forme :
Con+a =2%Cy, + b [10] avec 0 < b < 10.

On peut généraliser cela aux autres colonnes.

Si I'on prenait la colonne des centaines, on aurait un motif des retenues de 20 étant donné que le
motif des chiffres pour les dizaines est de 20. On devrait donc faire 20 sous-suites de la forme Cs ;420 =
220C3 , + b [10] avec 0 < b < 10. Chaque sous-suite correspondrait a 1 chiffre sur 20 de la colonne des
centaines.

Or, 220 = 6 [10], donc pour la colonne des centaines, on aurait les mémes sous-suites de la forme
U,s1=6U,+b[10] avec 0 < b < 10.

En réalité, toutes les colonnes sauf la premiére ont un motif des retenues qui est un multiple de 4. Or
24k = 16%. Mais 6 x 6 = 36 = 6 [10], donc 16 a n’'importe quelle puissance finira par 6 en base 10. Ainsi
24k = 6[10].

Par conséquent, pour toute colonne k avec k # 1, on a des sous-suites de la forme Cy. ,,, 4x5¢-2 = 6Cy 5+
b[10] avec 0 < b < 10.
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On peut donc faire un tableau avec tous les b possibles :

n
Upn+1=6UR[10]
Upns1 = 6U, +1[10]
Upns1 = 6U, +2[10]
Upns1 = 6U, +3[10]
Ups1 = 6U, +4[10]
Ups1 = 6U, +5[10]
Ups+1 = 6U, +6[10]
[
[
[

Ups1 = 6U, +7[10]
Upns1 = 6U, +8[10]
Upns1 = 6U, +9[10]

I E=l =l k=l =1 ] K= E=]
Q| WO || OINN O
O | N[N =R W O
Wik |IN o= O O|Ww
NN O AW OO
= OO IOoOI~IOol~=lOolu

Pour toutes les sous-suites possibles, on passe soit par tous les nombres pairs/impairs possibles, soit
on reste sur le nombre de départ. Le deuxieme comportement n’est pas spécifique au fait qu’on parte
de 1 ou 0.

PourU,,1=6U, [10]:
Si Uy est n'importe quel nombre pair n = 2k, alors U; =6 Uy = 6x2k = 12k = 2k [10], donc Uy = U; [10]

Pour U, +; =6U, +5[10] :

Si Uy est n'importe quel nombre impair n = 2k + 1, alors Uy =6 Uy+5=62k+1)+5=12k+11 =
2k +1[10], donc Uy = U; [10]

Sil'on reprend 'exemple de la colonne des centaines cela veut dire qu’on a deux possibilités. Si une
sous-suite a une période de 1, cela veut dire que deux chiffres espacés de 20 seront les mémes.

Or, la période des retenues issue de la colonne d’avant est de 20. Dans ce cas, la période minimale de
la colonne des centaines serait donc de 20. Cela n’est pas possible puisqu’on a prouvé que la taille du
motif était multipliée par 5 a chaque fois qu’on se décalait d'une colonne. Autrement dit la taille du
motif de la colonne des centaines est de 100.

On doit donc avoir uniquement des sous-suites de période 5. Dans ces derniéres, il y a la méme fré-
quence d’apparition pour tous les nombres pairs/impairs.

I ne nous reste plus qu’a prouver qu’il y a autant de sous-suites avec des nombres pairs que de sous-
suites avec des nombres impairs.

Comme dit précédemment, une sous-suite contient des nombres impairs si elle est & un endroit du
motif des retenues o1 il y a 1, sinon elle contient des nombres pairs. Pour prouver qu’il y a autant
de sous-suites avec des nombres pairs que de sous-suites avec des nombres impairs, il suffit donc de
prouver que le motif des retenues que 1'on recoit contient autant de 1 que de 0.

On a montré précédemment que lorsque le chiffre de la colonne précédente est 5, 6, 7, 8, ou 9, 'on
a une retenue. Si le chiffre est 0, 1, 2, 3 ou 4, on n’en a pas. Etant donné que dans la colonne des
dizaines chaque chiffre apparait le méme nombre fois, le motif des retenues que recoit la colonne des
centaines contient bien autant de 1 que 0.
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Ainsi, chaque chiffre apparait le méme nombre de fois dans la colonne des centaines. On peut géné-
raliser ce raisonnement a toutes les colonnes a I’aide d’'une récurrence.

Initialisation : La colonne des dizaines contient chaque chiffre le méme nombre de fois

Hérédité :
Prenons la colonne n, avec n = 2 (6). D’apres ce qu'on a démontré dans la partie "Taille des motifs",

la taille du motif de la colonne n est un multiple de 4. Donc, la taille du motif des retenues que recoit
la colonne n + 1 est un multiple de 4.

Ainsi, notre colonne n + 1 peut étre décomposée en sous-suites de la forme U, = 6U,, + b[10] avec
0 < b < 10. Etant donné qu’on a démontré que la taille du motif de la colonne n est 5 fois celle de
la colonne n, on n’aura que des sous-suites de période 5. Par conséquent, chaque sous-suite passera
par tous les nombres pairs ou impairs possibles.

Par hypothese de récurrence, dans la colonne n, chaque chiffre apparait le méme nombre de fois.
Ainsi, le motif des retenues que recoit la colonne n + 1 contient autant de 1 que de 0. On a donc
autant de sous-suite avec des nombres pairs que de sous-suites avec des nombres impairs dans la
colonne n + 1. Chaque chiffre apparait donc le méme nombre de fois dans le motif de la colonne n+1.

En conclusion, on a démontré le théoreme 3.

6 Vers une généralisation

Nous avons démontré nos trois théorémes pour les puissances de 2 en base 10. Lon peut pour finir
se demander a quel point nos méthodes pourraient étre utilisées pour d’autres puissances et d’autres
bases. La premiére étape de notre raisonnement a été de prouver que pour analyser les motifs en base
10, on pouvait les analyser en base 2 et en base 5. Notre démonstration est généralisable a toute base
tant qu’on la décompose en facteurs qui sont 2 a 2 des nombres premiers entre-eux.

Dans notre cas l'intérét était qu’en base 5 les puissances de 2 commencent dés le rang 2° (7). On le
sait car on a démontré que peu importe k, on peut trouver un entier naturel 7, tel que 2" = 1[5F]. On a
pu prouver cela car en base 5, 220 = 301.A partir de 1a, on savait que (229)> = 3001, etc... A l'inverse,
en base 10, on ne retrouve jamais de 1 au chiffre des unités sauf pour 2°.

En réalité, sila base et la puissance (8) sont premiéres entre elles, on aura de nouveau un 1 au chiffre
des unités.

Soit a € N*, la puissance que I'on analyse et b € N* \ {1}, la base. On suppose que a et b sont premiers
entre eux.

Il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour ce a quoi a” peut étre congru modulo b. Par conséquent
il existe n; et ny tels que n; < ny, et a™ = a2 [b], c’est-a-dire b | (a™ — a™) =a™ (1 - a=™"™).

a™ et b sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de Gauss, b | (1 — a™™ ™), dou a’2™™ =
1 [b].

Maintenant que |'on sait que si la base et la puissance sont premieéres entre elles, on va de nouveau
avoir une puissance qui finit par 1, il faut qu’on en ait une qui finisse par 01. En effet, la démonstration

qui montre que I’on gagne un 0 lorsque I'on met un nombre qui finit par "...01" a puissance de la base
ne s’applique que sil’on a déja un 0. Ainsi, on a la preuve que 22° = ...301 = 2'% = 3001, mais'on
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n'a pas la preuve que 2° = ...31 = 220 = _.301. Pour ce cas précis, il va falloir modifier légérement
notre démonstration.
En reprenant les mémes notations que pour notre premiere démonstration :

sin= aﬁz +bp+1 [ﬁ3] alors, notre propriété P (k) devient

k(k 1y

nk= kap® + ———=b*p* + kbf + 1 [B°] pour tout k€N (9).

Initialisation :
n0=1etaxOxﬁp+1+%b2ﬁ2+bx0xﬁp+l=1.
Donc P(0) est vraie.

Héreédité :

Soit k € N. On suppose que P(k) est vraie.

On a par hypothése de récurrence

k(k 1)

n* = kap? + ——b*F? + kb +1 [°]
= (ap?+bp+1)|kap®+ @bzﬁz +kbp+1| (B
= ka’p* + @abzﬁ“ +akbp® + ap?
+kabp® + k (k D — BB+ kb*B* + bp
+kap? + k (k 1) — PP+ kbp+1 [,63

(k

= ap? + kb’ + bp+ kap® + —— bzﬁ +kbf+1 (B

k(k
(— 1 [ﬁ3]

2 (k+1)-1D(k+1)

=af?(k+1)+bp(k+1)+b*f° (k+

= ap?(k+1)+bp(k+1)+ b*p +1 (6.

On en déduit que P(k) est héréditaire.

Conclusion :
Sin=ap?+bpf+1[p°%, alors pour tout k € N, n* = kap? + KELp2 2 1 kb +1 (6]

Donc, pour k = g,

nﬁzaﬂ3+—ﬂ(ﬁ_l)

ﬁ(ﬁ 1)

b*B?+bp*+1 (B3]

B+ bpr+11B.
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Ainsi, si la base est impaire, =2k, + 1, avec k; € N, donc

5 _Bke+1-D)
h 2
- @b%%bﬁzﬂ (6%
=kob? B3+ bB? +1 [

=bp%+1 [B3).

VB2 +bp*+1 (B3

Ainsi, 2° = ..31 = 220 =301 puisque la base est impaire.

Néanmoins si la base est paire on n’est pas str de pouvoir retirer le terme @bz B2 (10).

Ainsi, si la base est paire, on sait que 'on va gagner un 0, mais ’on n’a pas de garantie que le chiffre
d’avant reste le méme. Par exemple en base 4, 31* = ...101. On gagne un 0 mais le 3 se transforme en
1. On peut méme gagner plusieurs 0s d’'un coup. Par exemple, en base 2, 112 = 1001.

Sil'on résume, si la puissance et la base sont premieéres entre elles, on aura une autre puissance que
a® ot le chiffre des unités est 1. Si 'on prend ce nombre puissance la base, on aura un nombre qui
finit par "01", mais on pourra avoir gagné plus d'un 0 si la base est paire.

Néanmoins, apres cela on ne gagnera plus qu'un 0 a chaque fois que I'on fait notre nombre puissance
la base (11).

Ainsi, on conjecture que les motifs des premiéres colonnes seront parfois quelque peu chaotiques,
mais apres cela, la période sera multipliée par un nombre constant lorsqu’on se décale d’'une colonne
vers la gauche.

Une simple analyse avec un programme python des puissances de 3 en 10 suggere que la fréquence
d’apparition de chaque chiffre ne semble pas étre la méme dans le motif de chaque colonne. On
conjecture que c’est une propriété qui ne s’applique qu’a certaines puissances et certaines bases.

Néanmoins, nous pensons que la méthode de décomposer le motif d’'une colonne en sous-suites
devrait étre applicable a d’autres puissances et d’autres bases.
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Notes d’édition

(1) Pour les lecteurs qui ne la connaissent pas, si a, b et ¢ sont trois entiers, ¢ étant non nul, la
notation a = b [c] se lit “a est congru a b modulo ¢” et signifie que a — b est un multiple de c. En
particulier, a = 0 [c] si et seulement si a est multiple de ¢, que I’on note aussi c | a.

La suite de 'article utilise le fait que la relation de congruence modulo ¢ est compatible avec ’ad-
dition et la multiplication : si a; = b [c] et az = by [c], alors a; + ax = by + b, [c] et ayax = by by [c].

(2) Il semble a I'éditeur que c’est plutodt cette contraposée qui peut se montrer directement : si lon
retrouve les k derniers chiffres du rang 0 a un autre rang n, c’est-a-dire 2" = 1 [5*], alors on a aussi
2m+l = 21 x 2l = 21 [5%] pour tout entier I = 0 et donc la suite est périodique a partir du rang 0.

(3) Il sagit ici de la plus petite période (la période minimale définie plus loin). Tous ses multiples
sont également des périodes.

(4) Pour préciser, la période 4 x 55~! des k derniers chiffres est aussi une période des chiffres de
la colonne k; a priori ce n’est pas nécessairement leur période minimale, mais c’est un multiple
de celle-ci. Si le motif des chiffres de la colonne k se répétait a partir d'un rang antérieur a k, on
devrait retrouver le chiffre du rang k — 1 au rang 4 x 5¥~! + k — 1 dans cette colonne.

(5) Rappelons que (X},) est la quatrieme sous-suite.
(6) On suppose que cette colonne contient chaque chiffre le méme nombre de fois.

(7) C’est-a-dire qu’en base 5 les premiers chiffres des puissances de 2 sont périodiques des le rang
1.

(8) La “puissance” désigne ici le nombre dont on regarde les puissances.
(9) Remarquons que k(k —1)/2 est bien toujours un entier car soit k, soit k — 1 est pair.

(10) En effet, si § est impair (S —1)/2 est multiple de et donc ﬁ3 (—1)/2 est multiple de ﬁ?’, mais
ce n'est plus le cas si § est pair.

(11) Cela a été prouvé dans le lemme 3.
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